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6  Zero

linha do tempo
700 a.C. 628 d.C. 830 1100 1202
os babilônios usam o zero como  
variável em seu sistema numérico

Brahmagupta usa o zero e estabelece 
regras para seu uso com outros 
algarismos

Mahavira tem ideias sobre 
como o zero interage com 
outros algarismos

Bhaskara usa 0 como um 
símbolo na álgebra e tenta 
mostrar como manipulá-lo.

Fibonacci usa o símbolo extra 0 
acrescentado ao sistema indo-
arábico de algarismos 1, ..., 9, mas 
não como um número feito eles

Até mesmo os gregos, que fizeram a ciência e a matemática progredirem em 
saltos quânticos, e os romanos, conhecidos por suas faÇanhas na engenha-
ria, não tinham um modo eficaz de lidar com o número de maÇãs em uma 
caixa vazia. Eles não conseguiram dar um nome ao “nada”. Os romanos 
tinham seus modos de combinar I, V, X, L, C, D e M, mas onde estava o 0? 
Eles não contavam o “nada”.

Como o zero passou a ser aceito? Imagina-se que o uso de um símbo-
lo designando “o nada” teve origem há milhares de anos. A civilizaÇão maia, 
onde é hoje o México, usou o zero sob diversas formas. Um pouco mais tarde, 
o astrônomo Claudius Ptolomeu, influenciado pelos babilônios, usou um sím-
bolo semelhante ao nosso 0 moderno como uma espécie de símbolo em seu 
sistema numérico. Como símbolo, o zero podia ser usado para distinguir entre 
exemplos (na notaÇão moderna), tal como 75 e 705, em vez de se basear no 
contexto, como fizeram os babilônios. Pode-se comparar isso com a intro-
duÇão da “vírgula” à linguagem – tanto para ajudar na leitura como no signi-
ficado correto. No entanto, exatamente como a vírgula, ele vem com um 
conjunto de regras para seu uso – tem de haver regras para o uso do zero.

Brahmagupta, matemático indiano do século VII, tratou o zero como um 
“número”, e não apenas como um símbolo, e estabeleceu regras para lidar 
com ele. Entre essas regras estavam “a soma de um número positivo e um zero 
é positiva” e “a soma de zero com zero é zero”. Ao pensar no zero como um 
número, em vez de um símbolo, ele estava bastante avanÇado. O sistema de 
numeraÇão indo-arábico, que incluía o zero dessa maneira, foi difundido no 

01 Zero
Ainda crianças, fazemos uma entrada um tanto instável no 
mundo dos números. Aprendemos que o 1 é o primeiro  
no “alfabeto dos números” e que ele introduz os números 
inteiros 1, 2, 3, 4, 5... Contar números é apenas isso: 
contam-se coisas reais – maçãs, laranjas, bananas, peras etc. 
Só mais tarde começamos a contar o número de maçãs em 
uma caixa quando não há maçã alguma.
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7 Zero

Ocidente por Leonardo de Pisa – Fibonacci – em seu Liber Abaci (O livro de 
contar), publicado pela primeira vez em 1202. Criado no Norte da África e 
instruído na aritmética indo-arábica, ele reconheceu o poder do uso do sinal 
0 a mais combinado aos símbolos hindus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9.

O lanÇamento do zero no sistema numérico apresentou um problema que 
Brahmagupta tinha abordado brevemente: como deveria esse “intruso” ser 
tratado? Ele tinha dado o pontapé inicial, mas suas soluÇões eram vagas. 
Como poderia o zero ser integrado ao sistema de aritmética existente de um 
modo mais preciso? Alguns ajustes eram diretos. Quando se tratava de adiÇão 
e multiplicaÇão, o 0 se encaixava, mas as operaÇões de subtraÇão e divisão 
não se acomodavam bem com o “estranho”. Havia necessidade de significa-
dos para garantir que o 0 se harmonizasse com o restante da aritmética aceita.

Como funciona o zero? A soma e a multiplicaÇão com zero são diretas e 
evidentes – você pode adicionar 0 a 10 para obter 100 – mas queremos dizer 
“adicionar” em um modo menos imaginativo da operaÇão numérica. Acrescen-
tar 0 a um número não muda esse número, enquanto multiplicar 0 por qualquer 
número sempre resulta em zero. Por exemplo, temos 7+ 0 = 7 e 7×0 = 0. A 
subtraÇão é uma operaÇão simples, mas pode levar a negativos, 7− 0 = 7 e 0 − 7 
= −7, enquanto a divisão envolvendo zero apresenta dificuldades. Imaginemos 
uma extensão a ser medida com uma régua. Suponhamos que a régua tem exa-
tamente 7 unidades de comprimento. Estamos interessados em saber quantas 
réguas é possível estender ao longo de nossa extensão dada. Se a extensão a ser 
medida é exatamente 28 unidades, a resposta é 28 divididos por 7, ou em sím-
bolos, 28 ÷ 7 = 4. Uma notaÇão melhor para expressar essa divisão é 

e depois fazer uma “multiplicaÇão cruzada” para escrever isso em termos de 
multiplicaÇão, como 28 = 7×4. E agora, o que pode ser feito com 0 dividido 
por 7? Para ajudar na sugestão de uma soluÇão para esse caso, vamos consi-
derar a resposta a de modo que

28
7 = 4

7
0

= b0
7

= a

28
7 = 4

7
0

= b0
7

= a

linha do tempo
700 a.C. 628 d.C. 830 1100 1202
os babilônios usam o zero como  
variável em seu sistema numérico

Brahmagupta usa o zero e estabelece 
regras para seu uso com outros 
algarismos

Mahavira tem ideias sobre 
como o zero interage com 
outros algarismos

Bhaskara usa 0 como um 
símbolo na álgebra e tenta 
mostrar como manipulá-lo.

Fibonacci usa o símbolo extra 0 
acrescentado ao sistema indo-
arábico de algarismos 1, ..., 9, mas 
não como um número feito eles
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8  Zero

Isso equivale, pela multiplicaÇão cruzada, a 0 = 7. Se for esse o caso, o único 
valor possível para a é o próprio 0, porque se a multiplicaÇão de dois números 
der 0, um deles tem de ser 0. Evidentemente não é 7, então a tem de ser zero. 

Essa não é a principal dificuldade com o 0. O perigo maior está na divisão 
por 0. Se tentarmos tratar 7/0 do mesmo modo como fizemos com o 0/7, te-
remos a equaÇão

pela multiplicaÇão cruzada, 0×b = 7 e acabamos com 0 = 7, que é absurdo. 
Se admitirmos a possibilidade de 7/0 ser um número, passamos a ter o po-
tencial para o caos numérico em grande escala. A saída para isso é dizer que 
7/0 é indefinido. Não é possível tirar qualquer sentido da operaÇão de divi-
dir 7 (ou qualquer outro número) por 0, de modo que simplesmente não 
permitimos que essa equaÇão aconteÇa. De maneira semelhante, não é per-
missível colocar uma vírgula no meio de uma palavra sem que isso seja con-
siderado uma tolice.

O matemático indiano Bhaskara, do século XII, seguindo os passos de Brahma-
gupta, refletiu sobre a divisão por 0 e sugeriu que um número dividido por 0 era 
infinito. Isso é razoável porque se dividimos um número por outro muito peque-
no, obtemos uma resposta muito grande. Por exemplo, 7 dividido por um déci-
mo é 70, e por um cento, é 700. Tornando o denominador cada vez menor, a 
soluÇão vai ser cada vez maior. Na suprema minimidade, o 0 propriamente 
dito, a soluÇão seria o infinito. Ao adotar essa forma de raciocínio, ficamos na 
posiÇão de explicar um conceito ainda mais estranho – ou seja, o infinito. Lutar 
contra o infinito não ajuda; o infinito (com sua notaÇão padrão ∞) não obede-
ce às regras comuns da aritmética e não é um número no senso comum.

Se 7/0 é um problema, o que pode ser feito com o ainda mais estranho 0/0? 
Se 0/0=c, pela multiplicaÇão cruzada chegamos à equaÇão 0 = 0×c e ao fato 
de que 0 = 0. Isso não é particularmente elucidativo, mas tampouco é ab-
surdo. Na verdade, c pode ser qualquer número e não chegamos a uma im-
possibilidade. Chegamos à conclusão de que 0/0 pode ser qualquer coisa; 
nos círculos matemáticos de renome é chamado de “indeterminado”.

Para resumir, quando pensamos em dividir por zero chegamos à conclusão de 
que é melhor excluir a operaÇão do modo como fazemos cálculos. A aritméti-
ca pode ser conduzida de maneira satisfatória sem isso.

Para que serve o zero? Simplesmente não conseguimos viver sem o 0. 
O progresso da ciência dependeu dele. Falamos sobre 0° de longitude, 0° na 
escala de temperatura e, do mesmo modo, energia zero e gravidade zero. O 

28
7 = 4

7
0

= b0
7

= a
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9 Zero

zero entrou para a linguagem não científica com 
ideias como zero-hora e tolerância-zero.

Pode-se, no entanto, fazer um uso ainda maior 
dele. Se você desce da calÇada da 5a Avenida 
em Nova York e entra no Empire State B uilding, 
você está no saguão de entrada, no Andar Nú-
mero 1. Isso faz uso da capacidade dos números 
de ordenar, 1 como “primeiro”, 2 como “segun-
do”, e daí por diante, até 102 como “centésimo 
segundo”. Na Europa eles têm um Andar 0, mas 
relutam em chamá-lo assim.

A matemática não poderia funcionar sem zero. 
Ele está no núcleo dos conceitos matemáticos 
que fazem o sistema numérico, a álgebra e a geo-
metria funcionarem. Na linha de número 0 está 
o número que separa os números positivos dos ne-
gativos e que, portanto, ocupa uma posiÇão privilegiada. No sistema decimal, 
o zero serve como um símbolo que nos permite usar tanto números imensos 
como microscópicos.

Ao longo do curso de centenas de anos, o zero passou a ser aceito e utiliza-
do, tornando-se uma das maiores invenÇões do homem. G.B. Halsted, ma-
temático norte-americano do século XIX, adaptou o Sonho de uma noite de 
verão de Shakespeare escrevendo-o como a máquina de progresso que dá 
“ao aéreo nada, não apenas uma moradia local e um nome, uma imagem, 
um símbolo, mas poder útil, é a característica de onde brotou a competiÇão 
hindu”.

Quando o zero foi introduzido, devem tê-lo considerado estranho, mas os 
matemáticos têm o hábito de se ligarem a conceitos esquisitos que se pro-
varão úteis muito mais tarde. O equivalente atual ocorre na teoria dos con-
juntos, onde o conceito de um conjunto é uma coleÇão de elementos. Nessa 
teoria, o Ø designa um conjunto sem elementos, o assim chamado “conjun-
to vazio”. Agora é uma ideia estranha, mas do mesmo modo que o 0, é in-
dispensável.

A soma de zero e um número 
positivo é positiva

A soma de zero e um número 
negativo é negativa

A soma de um positivo e um 
negativo é a sua diferença; ou, 
se forem iguais, zero

Zero dividido por um número 
positivo ou negativo ou é zero 
ou é expresso como uma fração 
com zero como numerador e a 
quantidade finita como 
denominador

Brahmagupta, a.D. 628

Tudo a respeito de nada

A ideia condensada: 
nada é bem  

alguma coisa
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10  Sistemas numéricos

Os sumérios e babilônios, que há cerca de 4 mil anos habitavam a região que 
hoje é constituída por Síria, Jordânia e Iraque, usavam o sistema de valor 
posicional em sua prática diária. Chamamos isso de sistema de valor posicional 
porque você pode identificar o “número” pela posiÇão de um símbolo. Além 
disso, eles usavam 60 como unidade básica – o que hoje chamamos sistema de 
“base 60”. Vestígios da base 60 ainda existem: 60 segundos em um minuto, 60 
minutos por hora. Ao medir ângulos, ainda calculamos o ângulo total como 
sendo 360°, apesar da tentativa do sistema métrico de transformá-lo em 400 
grados (de modo que cada ângulo reto seria igual a 100 grados).

Embora o principal interesse dos nossos ancestrais pelos números fosse para 
fins práticos, há algumas evidências de que essas culturas primitivas ficaram 
curiosas com a matemática propriamente dita e gastaram tempo das tarefas 
práticas da vida para explorá-la. Essas exploraÇões incluíram o que pode-
mos chamar de “álgebra” e também as propriedades das figuras geométricas.

O sistema egípcio, a partir do século XIII a.C., passou a usar a base dez com um 
sistema de sinais hieroglíficos. Um feito notável dos egípcios foi desenvolverem 
um sistema para lidar com as fraÇões, mas a atual notaÇão decimal do valor posi-
cional vem dos babilônios, mais tarde refinada pelos hindus. A vantagem dele é 
o modo como pode ser usado tanto para expressar números muito pequenos 
como muito grandes. Pelo uso apenas dos algarismos indo-arábicos 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8 e 9, os cálculos podem ser feitos com relativa facilidade. Para ver isso, va-
mos dar uma olhada no sistema romano. Ele se adequava às suas necessidades, 
mas apenas especialistas no sistema eram capazes de usá-lo para efetuar cálculos.

02 Sistemas 
numéricos

Um sistema numérico é um método usado para lidar com  
o conceito de “quantos”. Culturas diferentes, em épocas 
diferentes, adotaram vários métodos, indo do básico  
“um, dois, três, muitos” à altamente sofisticada notação  
de posicionamento decimal que usamos hoje em dia.

linha do tempo
30000 a.C. 2000 a.C. 600 d.C. 1200 1600
povos paleolíticos na Europa 
traçam marcas de números 
em ossos

os babilônios usam símbolos 
que significam números

os primórdios de nossa  
notação decimal moderna  
são usados na Índia

o sistema indo-arábico de se escrever 
os algarismos 1, ..., 9 se espalha

os símbolos do sistema decimal tomam 
suas formas modernas reconhecíveis.
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11 Sistemas numéricos

O sistema romano Os símbolos básicos usados pelos romanos eram os 
“dez” (I, X, C e M) e as “metades” desses (V, L e D). Os símbolos são combina-
dos para formar outros. Foi sugerido que o uso de I, II, III e IIII deriva da aparên-
cia dos nossos dedos, V do formato da mão, e invertendo-o e juntando os dois 
para formar o X obtemos duas mãos ou dez dedos. C vem de centum, e M de 
m ille, as palavras em latim para cem e mil, respectivamente. Os romanos usavam 
também o S para “um meio” e um sistema de fraÇões com base em 12.

O sistema romano fazia algum uso de um método “antes e depois” para produzir 
os símbolos necessários, mas ao que parece esse sistema não foi adotado de modo 
uniforme. Os antigos romanos preferiam escrever IIII, e o IV só foi introduzido 
mais tarde. A combinaÇão IX parece ter sido usada, mas um romano teria queri-
do dizer 9 1/2 se estivesse escrito SIX (SEIS [S=1/2, IX=9]! Esses são os números 
básicos do sistema romano, com alguns acréscimos vindos dos tempos medievais: 

Não é fácil lidar com algarismos roma-
nos. Por exemplo, o significado de 
MMMCDXLIIII só se torna claro 
quando introduzimos parênteses men-
tais, de modo que (MMM)(CD)(XL)
(IIII) é então lido como 3000 + 400 + 
40 + 4 = 3444. Mas tente somar 
MMMCDXLIIII + CCCXCIIII. Um 
romano com noÇões de arte teria ata-
lhos e truques, mas para nós é difícil 
obter a resposta certa sem primeiro 
calculá-la no sistema decimal e depois 
traduzi-la para a notaÇão romana:

Soma:

3.444 –> MMMCDXLIIII

+394 –> CCCXCIIII

= 3.838 –> MMMDCCCXXXVIII

A multiplicaÇão de dois números é muito mais difícil e pode ser impossível 
dentro do sistema básico, até para os romanos! Para multiplicar 3.444×394 
precisamos dos apêndices medievais. 

Sistema numérico romano
Império romano Apêndices medievais

S meio

I um

V cinco V cinco mil 

X dez X dez mil

L cinquenta L cinquenta mil 

C cem C cem mil 

D quinhentos D quinhentos mil 

M mil M um milhão 

linha do tempo
30000 a.C. 2000 a.C. 600 d.C. 1200 1600
povos paleolíticos na Europa 
traçam marcas de números 
em ossos

os babilônios usam símbolos 
que significam números

os primórdios de nossa  
notação decimal moderna  
são usados na Índia

o sistema indo-arábico de se escrever 
os algarismos 1, ..., 9 se espalha

os símbolos do sistema decimal tomam 
suas formas modernas reconhecíveis.
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